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Introductie

Het boekje MERIA Scenarios en Modules vertegenwoordigt een van de belangrijkste resultaten
van het MERIAproject en omvat vijf onderwijsscenario's en de bijbehorende modules. Het
model/sjabloon voor de scenario's en modules is gegeWWERIA-Sjabloon voo Scenario's

en ModulesHierin is nog een voorbeeldscenario-arodule gepubliceerd. Het ontwerp van
deze materialen is gebaseerd op de theoretische achtergrond gepresenteelMERIAle
Practische Gids voor Onderzoekend Wiskundeonderwijs

Een scenario beschrijft een didactische situatie, te realiseren in een les, en de
ondersteunende epistemologische veronderstellingen en redeneringen. Het beschrijft
ook de doelen van de situatie in termen van het curriculum en specifieke leerdoelen en
competenties, enhet biedt een duidelijke structuur voor de les op basis van de Theorie
van Didactische Situaties. Eemodulebevat - naast het scenario- geschreven en digitale
materialen, zoals opdrachten voor studenten of digitale werkbladergen besprekingvan
de redenvoor de keuze vande probleemsituatie en de onderwijsmethoden met verdere
perspectieven vanit de theorie van Realistisch Wiskundeonderwijs, en ookragmenten
van de ervaringen en resultaten die zijn verzameld tijden$et uitproberen van het
OAAT AOET h ET A leEvaristAef vaiileh Avbod Bidénfen met specifieke
voorkennis.

Het gebrui k van een scenario kan een wuitdag
erachter liggen misschien niet voor de hand, en het leekdoemoeilijk te bereiken zijn.

Daarom maken de modules enkele van de bedoelingen van de auteurs explicieter en bieden ze
ondersteuning aan de docent door variaties te beschrijven die kunnen worden verwacht bij de
implementatie van een scenario. Hier waorde volledige modules gepubliceerd; de scenario's
worden afzonderlijk in een gebruiksvriendelijkere versie gepubliceerd op de webpagina van het
project.

Alle scenario's hebben potentieel voor studenten om ICT te gebruiken voor wiskundig
onderzoek, maared problemen kunnen ook zonder technologie worden aangepakt. Deze
variaties worden ook beschreven in het scenario of in de module. Alle aanvullenda les
leermaterialen voor elk scenario worden gepubliceerd op de MiaRBpagina.

Het moet worden opgemidrdat het tijd kost voor de studenten om te wennen aan op
onderzoekend leren, en ook voor de leraren om het evenwicht te vinden (tussenatig
ingrijpen (wat de mogelijkhd voorzelfstandigonderzoek van de studenteemoeilijk) en het
bieden van teveinig middelen aawnle studenten om zinvol onderzoek te kunnen doen. Het
MERIA-projectteam is ervan overtuigd dat het optimaal zouasgreen leraar de scenario's
uitprobeertin een cyclus van professionele ontwikkeling door middel van MERdkshops
ondersteund door dAdERIA Praktischésids voorOnderzoekend Wiskundeonderwijs

In de periode van juli 2017 tot december 2018 heeft het MERbjectteam ongeveer tien
verschillende scenario's ontwikkeld die verschillende onderwerpen behandelen uit het
curriculum van de partnerl anden: Kr oland i *, D
werden drie tot vier scholen bij het project betrokken, waarin de scenario's werden getest. Veel



dank gaat uit naar onze partners in bijbehorende scholen voor hun toegewijding. 9e
bijbehorende scholen zijn:
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7 uit Nederland: Hermann Wesseling College, Stedelijk Gymnasium Utrecht
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Het proces van het testen van de scenario's heeft tot meerdere herzieningen geleid en
interessante informatie opgeleverd die de scenario's heeft verbeterd. Het was cruciaal om de
keuze te maken voor slechtgf modules voor dit boekje, als de meest relevante (in alle
landen!) en meest succesvolle producten van het project. De docenten van de bijbehorende
scholen kregen eerst een theoretische achtergrond middels workshops verzorgd door de
projectleden. Op @& manier waren docenten voorbereid om met de scenario's te werken.
Implementaties van de scenario's in de klas aregadobserveerd door projectledenbf een
anderedocentvan dezelfde school. D#ocenterhebben nadien nagedacht over de uitvoering

van deles op basis van een vragenlijst en tijdens de volgeamikshopaan de projectleden
gerapporteerd. Het werk van studenten is gedocumenteerd en studenten hebben ook een korte
vragenlijst ingevuldverin hoeverre zij de les uitdagend en interessant voadegraag weer

een soortgelijke activiteit zouden willen volgen. Meer informatie over de vragenlijsten,
rapporten en methodologie is beschikbaar iM&&RIA-Project Impactanalyse

De keuze van vijf scenario's, waarvoor complete modules in dit baekgen gepresenteerd,

is gemaakt op basis van criteria die zijn vastgesteld tijdens de projectvergadering in
Kopenhagen in augustus 2018: het potentieel voor onderzoek efditeicische potentieel

van het scenario, de haalbaarheid van het scenario d®a@tudenten en de leraren, de
geschiktheid van het onderwerp in termen van relevantie en toepasbaarheid, reacties van
studenten, evenals de diversiteit van onderwerpen die aanwezig zijn in de middelbare
schoolcurricula van de partnerlanden.

De gekozen MERIA-scenario's omvatten de volgende onderwerpen: modellering van een
eenvoudig bedrijfsprobleem met behulp van een stuksgewijs lineaire functie, modellering van
hoe de remweg afhankelijk is van de snelheid met behulp van een kwadratische functie, een
elementair meetkundeprobleem (op te lossen met behulp van middelloodlijnen), redeneren over
salarisverdeling in enkele bedrijven met behulp van gemiddelde, mod en mediaan, en het
modelleren van een een glijbaan of een skischans als introductie op de hell@@nkaomme.

Onze bedoeling was niet om zoveel mogelijk onderwerpen in het (gedeelde) curriculum te
behandelen, maar om voorbeelden te geven die leraren ondersteunen bij het opzetten van
onderzoekend leren in hun klaslokalen. We vinden deze scenari@hikgyegoor de
ontwikkeling van wiskundig modelleren, progressieve formalisatie, vermoeden en bewijzen,
wetenschappelijke benadering, aanmoediging van begrip in plaats van onthouden, kritisch
denken, autonoom onderzoek en toepassingen voor echte problemen.

We eindigen deze inleiding door elk van de vijf scenario's te beschrijven in termen van
het centrale probleem en de beoogde leerdoelen.



In het eerste scenario werd de studenten gevraagd om gegevens over de productie van

fietsen en de bouw van een fabriekp vier verschillende locaties te overwegen, om een

bedrijf te adviseren over het vinden van de optimale locatie, afhankelijk van de te
verwachten productie. De productie op elke locatie kan worden gemodelleerd door een

lineaire functie en de studenten kil T AT OAOOAEEI 1 AT AA OOOAOACEA
locaties te vergelijken. Studenten gebruiken grafische weergaven ezventueel ICT

denken kritisch en vatten hun bevindingen samen om een rapport voor het bedrijf te

schrijven.

Het tweede scenario vraagtstadenten om de afhankelijkheid van de remafstand van een auto
van de beginsnelheid aan het begin van het remmen te bestuderen. De afhankelijkheid is
kwadratisch, wat een nieuw type functie voor studenten is (veronderstelde voorkennis omvat
alleen lineaie functies). Het scenario dient dus als een inleiding tot kwadratische functies,
verbetert numerieke vaardigheden en redeneervermogen, en stimuleert bovendien het trekken
van conclusies in alledaagse situaties met verantwoordelijkheidsgevoel.

In het derde scenario krijgen de studenten een kaart van een woestijn met zes putten en
wordt hen gevraagd de kaart in gebieden te verdelen, afhankelijk van de nabijheid van
punten tot de putten. Om het probleem op te lossen (construeer de zogenaamde Vorenoi
diagrammen) is het noodzakelijk om middelloodlijnen te gebruiken. Studenten kunnen
speciaal ontworpen applets gebruiken om het probleem te onderzoeken en verdere
vergelijkbare situaties te construeren die leiden tot onderzoek naar cyclische
configuraties van punten.

Het vierde scenario is gericht op eenvoudige statistische redeneringen over een gegevensset.
De gegevens vertegenwoordigen de salarissen van werknemers in verschillende bedrijven en

de taak van de studenten is om de gegevens te analyseren enchgsiete trekken over waar

ze het liefst zouden werken. Van studenten wordt verwacht dat ze de centrummaten, zoals

gemiddelde en mediaan, ontwikkelen/gebruiken, maar hun analyse kan ook leiden tot andere

gezichtspunten, zoals grafische voorstellingenpencentielen enz.

Het vijffde scenario gaat over de constructie van een glijpaan die bestaat uit een gebogen en
recht stuk, die op een gladde manier moeten aanshlipunt van het scenario is dat "glad”

een precieze wiskundige definitie heeft. Dedenten wordt alleen gevraagd om de glijbaan zo

te construeren dat deze ‘comfortabel’ glijdt. Daarom is het de taak om te analyseren op welke
manier de twee delen moeten worden verbonden en om te ontdekken dat het rechte deel het
gebogen deel op het contaunt moetaken Studenten kunnen verschillende krommen kiezen
voor het gebogen pad om mee te beginnen en v
om de raaklijn te construeren. In het geval van kwadratische krommen kan het probleem op een
elemenaire manier worden opgelost, maar voor andere krommen leidt het probleem de
studenten tot het idee van de afgeleide van een functie.
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Het lesscenario

Leerdoel

De constructie van stapsgewijze lineaire functies als optimalg
oplossing voor een probleem met meerdere lineaire voorwaarden.

Bredere
leerdoelen

Grafieken tekenen van (lineaire) functies op papier en met IC]
"AOPOAEETI ¢ 1T OAO EAO OAEAI Al OA
begrip van lineaire functies (de hellingiyen de constantex) door ze te
gebruiken met lineaire voorwaarden om stapsgewijsiheaire functies
te construeren. Bespreking van de continue en discrete aspecten
OA1T AGEA O1T 6 Al CAAOAaOAEA Al COA
proces.
Onderzoeksvaardigheden: experimenteren met getallen voor he
tekenen van een grafiek, onbelagrijke data en duidelijk suboptimale
fabrieken negeren, resultaten van het modelleren interpreteren
verantwoordelijkheid nemen voor het eindverslag en bevindingen
presenteren in de vorm van een advies.

Interdisciplinaire vaardigheden: Leerlingen zullen @& verscheidene
economische aspecten van het probleem kunnen bespreken, zoals
verschillen  tussen  winst en  inkomsten. Professionels
communicatievaardigheden worden benadrukt bij het schrijven var
het verslag.

Benodigde
wiskundige
kennis en
vaardigheden

Het tekenen van de grafiek van een lineaire functie.JBekendheid met
notatie Qw @ ® wen het interpreteren vanwen

Leerjaar

Leeftijd van 1516 jaar, klas 45 (nog eerder met kleinere getallen).

Tijd

50 min (80 min)

Benodigd

De tabelmet data over de kosten

materiaal

Locatie

Kosten van het bouwen
van een fabriek op
locatie inO

Kosten van het produceren
OAT 1iil1 £EEAO
ET ©

300 000

120

450 000

110

660 000

60

0w >

680 000

80

Ruitjespapier en/of applets (om de lineaire voorwaarden aan te
passen) en/of ICT in het algemeen, voor het maken van grafieke
aanpassen of toevoegen van voorwaarden, het vinden van snijpuntg
etc. Een breed krijtbord of whiteboard (of smartboard).




Probleem :

Je bent een consultant die bedrijveadviseert over de
locatie waar ze hun nieuwe fietsfabrieken kunnen
bouwen. Op basis van de tabel die de kosten laat zi
van de verschillende locaties, wat zou je de bedrijve

adviseren en waaront!

BUSINESS
PLAN
- A

i

Fase Acties van de leerkracht incl. Acties en reacties van de
uitleg leerlingen
Devolutie De leerkracht legt de situatie en Leerlingen luisteren en begrijpen
(didactisch) de bovenstaande tabel uit, en legl de relevantie van het probleem,
EAO BOT Al AAT  OT| ze kunnen vragen hebben over dj
5 minuten het algemeen de bedrijven betekenis van de tabel en he
begeleiden bij het kiezen van eel probleem. De leerkracht zal dg
locatie voor hun fabriek? Werk| leerlingen de kans moeten geven
samen met je buur en bereid een om zulke vragen te stellen om el
klassikale presentatie van jullie| voor te zorgen dat iedereen het
I D1 T OOET ¢ O1 1 08] begrijpt.
Actie De leerkracht observeert en De paren beginnen met hel
(a-didactisch) | noteert hoe de leerlingen het| uitproberen van verschillende
probleem aanpakken. Dit is waal OOOAOACEAo0T h  C/
15 (20) de leerkracht kennis opdoet over| eigen voorkennis.
minuten de voorkennis van de leerlingen. | ZieO- | CAT EEEA 1|1 A
Het is belangrijk dat de leerkracht| leerlingen om het leerdoel te
geen hints en alleerz indiennodig | AAEAT AT 68 /1 AAO
- de opdracht nog eens duidelijkl paren werken zal de adidactische
maaki. formulering voorkomen.
Formulering De leerkracht kiest groepen De paren presenteren zoals d¢
(didactisch) (tenminste drie) die verschillende | leraar heeft aangegeven (eers
OOOAOACEAOT B OA simpele oplossingen gebaseerd o
10 (15) bord z het bord zal verdeeld| getallen, daarna oplossingen me
minuten moeten worden in gebieden voor| grafieken en functies).
de presentaties. De leerlingen
mogen niets achteraf uitvegen
Laat de gekozen paren mondeling
presenteren, beginnende met
simpelere oplossingen. Op dit
punt zal ergeen validatie komen.
Devolutie Bespreek met je partner wat de Leerlingen luisteren.
(didactisch) overeenkomsten en verschillen
ziin  tussen de presentaties| De leerkracht moet ervoor zorgen
1 minuut Gebruik dat om je eigen antwoord dat alle leerlingen het begrijpen.

te verbeteren. Jullie hebben vij

(tien) minuten.

1 Dit probleem isgeinspireerd door Example 2.10uit het boekr) OE T EEAT EAT A

OAé O1 AdnhetbOO T ESTENDgemjalci




Actie/ De leerkracht loopt rond om te| De paren wijzen naar de

formulering observeren wat de paren| overeenkomsten en verschillen,

(a-didactisch) | bespreken, en hoe ze gebruil en proberen daarmee hun eiger
i AEAT OAT AA  H oplossing te verbeteren.

5 (15) anderen.

Minuten

Formulering De leerkracht probeert zoveell Leerlingen formuleren

envalidatie mogelijk observaties en| overeenkomsten en verschillen,

(didactisch) verbeterde antwoorden van de| en leggen daarbij uit hoe ze hur
paren (klassikaal) te behandelen| eigen oplossing daarmee hebbel

10 (15) De leerkracht streeft ernaar dat| kunnen verbeteren. Mogelijk

minuten leerlingen fouten uit de vorige| wijzen ze ook op tekortkomingen.

oplossingen vaststellen.

Institutionalis
ering
(didactisch)

5 (10)
minuten

De leerkracht benadrukt da er
TEAO ii1 Al OOAA
dat het antwoord afhangt van de
hoeveelheid fietsen die
geproduceerd worden. De
leerkracht baseert uitleg eerst op
de antwoorden van de leerlingen
om daarna de notatie van
stapsgewijze functies te
introduceren met een voorbeeld:
e P oar otpmm &
e OPtp M
Waar a=6000.
Hij/zij gebruikt dit om samen te
vatten hoe je het bedrijf advies
geeft: locatie B en D zijn nooil
optimaal, terwijl A en C optimaal
zijn voor productie respectievelijk
onder en boven 6000fietsen. De
optimale-kosten functie is een
stapsgewijze lineaire functie
(gedefinieerd met  positieve

gehele getallen).

Leerlingen luisteren en
herkennen de definitie in hun
eigen strategie. Ze reflecteren oy
hoe dit zich tot de anderen
verhoudt. Ze maken hun
aantekeningen.

Mogelijke
manieren

voor
leerlingen om
het leerdoel te
behalen

1 Sommige leerlingen beginnen
wat ze betekenen:

o Sommige leerlingen beginnen met het berekenen van ¢
prijzen voor een bepaald aantal fietsen gemaakt op elk
locatie. Proefondervindelijk kunnen ze vinden voor welke
aantallen twee locaties even voordelig zijn.

o Leerlingen kunnen tabellen maken voor elke locatie waarir

ze de totalen kosten

berekenen. Zo kunnen ze de locaties vergeliken en (

te werke met getallen, om te zien

voor een bepaald aantal fietsg




goedkoopste aanwijzen voor elk aantal fietsen (dit kan of
papier of in een spreadsheet wordn gedaan).

o Voor elk paar aan locaties kan gekeken worden onder welk
voorwaarde de ene beter is dan de andere. Daarvo
moeten de vaste kosten afgewogen worden tegen ¢
variabele kosten. Er zijn in totaal zes van zulk
vergelijkingen nodig.

1 Sommige leeringen gebruiken meteen functies. Ze stellen voqg
elke locatie een functie op die de totale jaarlijkse kosten bij eg
productie van wfietsen beschrijft:

"Qw p cwr o OO,

"Qw ppar T LM
Qw e @ @M,
Qo Yo @yYmmm

o De grafieken van de fundf AO x1 OAAT CAQ
i AAO AT EOAET AOAT OUOOAIT Al 8
bepaald worden welke locatie het beste is.

0 Leerlingen die ruitjespapier gebruiken kunnen het snijpunt
kunnen aflezen op de assen.

o Leerlingen die ICT gebruiken kunnen ah  £0T AOE
keer laten tekenen, maar zullen moeite kunnen hebben mg¢
het aanpassen van de assen.

o In elk geval biedt het bovenstaande niet het nodige inzich
hoe de kosten geminimaliseerd kunnen worden. Daarvoog
moet er goed nagedacht worden over hetprobleem.
Vergissingen zullen gemaakt worden, zoals d
productiekosten verwarren met de verkoopprijzen of winst.

o Door paren van de vergelijkingen aan elkaar gelijk te stelle
kunnen de snijpunten exact gevonden worden. Leerlinge
zullen gebruik maken van gafische weergaves om tg
bepalen welke paren van functies relevant zijn. Dez
strategie behoeft vaardigheid in het oplossen vai
vergelijkingen.

1 De leerlingen kunnen tot verschillende conclusies komen.

o Of de leerlingen werken met getallen (en tabellen), ¢
functies (en grafieken), zullen sommige zich realiseren dg
A0 TEAO i1 OAAOOA 11 AAOQE/
van het aantal fietsen dat geproduceerd gaat worden. O
conclusie kan meer of minder precies zijn geformuleerd: ir
woorden, vergelijkingen, grafieken, etc.

o Sommige leerlingen zullen met een snel en onjuist antwoor
EiT T ATh AEEOI T OAAAT A O! EO
AEAOOAT EAO Al OEEA AA 1 AAC

1 Voorbeelden van grafieken en vergelijkingen die leerlingen
zouden kunnen maken (zowel op papier of als met technologie)
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om te kunnen bepalen welke

= Plot[{300000 + 120 x, 450000 + 110 x, 660000 + 60 x},
{x, @, 18000}, PlotLegends - "Expressions"]

-

R .50.00. P

25x10°F

~

20x10°%+
) 15105 |
1.0x 105 -

500000 |

Toooe . dsom0

Solve [308000 + 120 x == y&& 450000 + 118 x = y, {X, y}]
[{x— 15000, y —~ 2100008} }

- Solve[300000. + 120 x == yR& 660000 +60x ==y, {X, ¥}]

[[x - 6000., y - 1.02 x10°] ]

locaties goedkoper zijn b
verschillende waardes voor het aantal geproduceerde fietsen.

—— 300000 + 120 x
450000 + 110 x
660000 + 60 x

Uitleg van hetmateriaal
Het consulting verhaal en de tabel met kosten zijn ervoor om betrokkenheid bij de

I ARAO1 ET CAT

OA AOAo0OAT OEEAAI

O AA AAOGI |1 OOEA

worden, op het bord gegeven worden, verwerkt worden in een (PowerPoint) presgatie,
of digitaal worden aangeleverd.
In sommige landen zullen de leerlingen bekend zijn met het idee van modelleren, maar in
andere niet. Indien nodig kan er meer tijd genomen worden voor het verduidelijken van
de tabel. Leerlingen kunnen hun telefoongrafische rekenmachine, GeoGebra, Wolfram
Alpha, ruitjespapier, liniaal, of ICT in het algemeen gebruiken voor het maken van
grafieken, het toevoegen en aanpassen van voorwaardes, het vinden van snijpunten etc.
Een breed bord, whiteboard, smartboard of psters zijn nodig om alle leerlingen hun
presentatie tegelijk te kunnen laten zien (en zichtbaar te houden tot het einde van de les).
Ook is er nog extra ruimte nodig voor de uiteindelijke institutionalisering door de
leerkracht.

Variaties gebaseerd ogdidactische variabelen
De focus tijdens de didactische fasen zal vooral moeten liggen op de formuleringen van
de leerlingen en vervolgens de validatie daarvan. Tijdens dedidactische fasen moet er
niet gehint worden naar oplossingen. In deze sectie behdalen we wat er aangepast kan
worden in dit scenario (didactische variabelen).

$ A

I AROEOAAEO 11T AO OEOI AcCAil

AAO AEO A&ET AT At

genegeerd worden. In de werkelijkheid zijn modellen in het algemeen gereduceerd. In
onze berekening houden we rekening met:
a) De kosten van het bouwen van de fabriek op een locatie,

by $A EI OOAI

OAl

EAO DOT AOAAOAI

OAT i1 £EEAQ

Volgens de standaard definities zijn er ook andere vaste kosten voor het gebruiken van
een fabriek, zdfs als er niks wordt geproduceerd. Deze vaste kosten bestaan onder andere

9



uit de verwarming van het pand en het salaris van vaste medewerkers. Deze worden
allemaal genegeerd. Kosten b) vallen onder de variabele kosten. Deze zijn afhankelijk van
productie hoeveelheid, grondstoffen, onderhoud van de machines (0.a. vervangen van
onderdelen), energieverbruik van de machines, het salaris van tijdelijke medewerkers
etc. Het probleem kan gegeneraliseerd worden door wat andere kosten toe te voegen,
maar voor nu zjn er slechts twee soorten kosten.

Het consultant verslag moet alleen gebaseerd zijn op kosten a) en b). Je kan het
overwegen om dit expliciet te vermelden, maar de aannames van leerlingen kunnen een

rijkere set aan oplossingen opleveren. Het voorkomen va OOAOEAAOAA AT Ox1 1
geen primaire zorg, omdat de leerlingen daarvan kunnen leren.

De uitdaging van het verhaal is dat de directeur van het bedrijf zal beslissen over de
locatie, gebaseerd op de analyse van de consultant. Het is niet nodig dat dasultant
(leerling) weet of het bedrijf van plan is om veel of weinig fietsen te produceren, maar
leerlingen maken soms spontaan zulke aannames.

. A EAO AAOI OEO OA1T AA AEOAAOAOO UAI AA FEAAOE
die zal blijven. Defabriek zal niet worden verplaatst.

Het milieu De kosten (hoeveelheid en type) kunnen anders gekozen worden, maar het is

mogelijk een voordeel voor beginners om niet te veel snijpunten te hebben tussen de kost
COAEEAEAT 8 ( EAO EGjod @ nAtivanAekrer abderé $nijpintek 4D OT O A
welke vrij dicht bij elkaar liggen, wordt het probleem meer kunstmatig. Zo is het
bijvoorbeeld niet goed als je twee snijpunten hebt bijo =5000 andw =5050. Dan wordt

er geconcludeerd dat er een andere loti@ gekozen moet worden vanwege slechts 50

fietsen.

Het product en andere elementen van het probleem kunnen ook aangepast worden.
Fabrieken die meer dan een soort product produceren, met randvoorwaarden, zullen

leiden tot meerdere variabelen, zoals in lieair programmeren.

AEEAAT O AA OAIT EAAOEA EO EAO AAI AT COEEE AAO
gecorrigeerd z voor zover mogelijk z door andere leerlingen. De leerkracht kan de rest

van de klas betrekken met vragen naar bepaalde leerlingen alsak je herhalen wat

zojuist is gezegd? Waarom denk je dat? Waar weet je dit van? Welke vragen gesteld
worden hangt af van de voorkennis en behaalde resultaten van de klas.

Delengtevan de fases kan zeker worden aangepast aan het werk van de leerlingen.

Tijdens de eerste actie faseoet leerlingen niet verteld worden wat te berekenen of welke
wiskunde nodig is, zoals lineaire functies.

Als de leerkracht er niet zeker van is dat de leerlingen voldoende voorkennis hebben kan
die vragen stellen als: Hoe kunne we de kosten vergelijiken? Kunnen we een locatie
negeren? Waarom? Etc. Wanneer de meeste studenten wel voldoende voorkennis hebben,
moeten de bovenstaande vragen alleen gesteld worden aan groepen of individuen die dat
behoeven. De leerkracht moet echteriat elke groep apart les gaan geven. Daarnaast is

10



het nietnodigi i AEE AAT CcOl Ap OA Al EEOAT 01 O AA’ U,
gegeven. Zie het als een kleine devolutie van een gelimiteerd probleem en laat de
leerlingen zelf in actie komen, fornuleren en valideren. Geef geen hulp met verdere

vragen of hints naar het antwoord. Als de meerderheid van de klas zulke vragen nodig
EAAEO 11T A0 AA E£AOA ET CAET OO0 x1 OAAT O1 10 AAI
OAEAT AAOG EAO Eiodlif & ofhid dui@ik vobrdelkdd isO A

Ingrepen tijdens detweede actie faseformulering en validatie:

Het algemene idee is hetzelfde als hierboven. Als sommige groepen moeite hebben met
beginnen kan de leerkracht voorstellen om hun strategie teergelijken met eentje van
een andere groep. De vergelijkbare strategie moet wiskundig goed zijn gekozen zodat er
duidelijke relaties te leggen zijn. Dit is soortgelijk aan het dovolueren van een iets minder
open subprobleem aan de groep. Als de identifidee van gelijkheden en verschillen te
vaag is voor de leerlingen, kan er altijd voor gekozen worden om een ietwat specifiekere

OAAE OA AAOI 1T OAOAT UT Al 69 O6ET A AAT 1DI1T OOE
oplossing kan verbeteren, en pas toe. Probeean een fout of tekortkoming van een van A
AA 1T P11 OOET cCAT OA OET AATh AT Ac OEO xAAOI | E

Tijdens de laatste institutionaliseringis het belangrijk dat de meeste (al dan niet alle)
OOOAOACEAOT EI AOOEEAAI IkadmAifk veiband wokdenxgebeadhh T A1
$iT0 AT A TTGCAITEEEA OOOAOACEAOT OA 1T OAOxACA
van de leerlingen beter voorzien en navigeren. Denk er aan dat je tijdens het lesgeven te

maken hebt met een dynamisch systeem leerlingen zullen de mogelijkheid moeten

hebben om zich aan te passen aan het milieu, dus kan er niet verwacht worden dat ze

allemaal hetzelfde antwoord geven.

Het onderzoeksproces zit inalle FAOAO8 (A0 EAT 1T AAO AAT ii1 C
leerlingen volledig betrokken zijn met deze manier van lesgeven. Het kan belangrijk zijn

om te benadrukken dat er veel te leren valt van alternatieve of zelfs foutieve oplossingen.

Sommige leerkrachteni AEAT AAT OAEAI A OAT 11T CAIEEEA OO
tijdensaAEAAAOEOAEA EAOAO8 $A OAOxAAEOA OOOAOACE
wanneer een groepz6 T OOOAOACEA b OA OAdidardséne fases karAddd OOAT A
I AAOEOAAEO 11 OAOAT xATEA cOil ApAT AA OAOOAEAE
te gebruiken voor de organisatie van de daaropvolgende didactische formulering en

validatie.

Observaties uit de praktijk

Een belangrijke observatie van het scenario is dat de leerkrachten probeerden om geen

1A0 OA CAOGAT AAT AA 1 AAOIET CAT OEEAATO UIIlA
didactische potentie van de situatie te behouden. Leerlingen hadden een aantal gea

om het probleem te verduidelijken. Sommige dachten na over winst, in plaats van kosten.
Sommige leerlingen waren in het begin verward (eerste devolutie) en stelden vragen over

de kwaliteit van de fietsen, verkoopprijzen, belastingen, hetantal geprodiceerde fietsen

8 Sommige realiseerden zich erg sneDegene met de kleinste helling is de goedkoopste.
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Tijdens de actie fase formuleerden leerlingen de volgende aanpakken:
I. Modelleren met lineaire functies en het tekenen van grafieken
1 L1. Met de handtekenen en het berekenen van snijpunten door lineaire
vergelijkingen op te lossen.
1 [1.2. Technologie gebruiken om de grafieken te maken en snijpunten te vinden
(niet altijd correct).
Il. Locatie paren met elkaar vergelijken en de resultaten analyseren
1 II.1. Met lineaire vergelijkingen.
1 1l.2. Direct vanuit de tabel, door de vaste kosten te vergelijken.
1 11.3. Andere redenaties gebaseerd op berekeningen per locatie en ze vergelijken,
soms met zelf bedachte aannames en fouten.

Vergelijking:

1 Aanpakken 1.1 en R. zijn vastgesteld vanwege het overduidelijke verschil in het
gebruik van technologie. Leerlingen zouden opmerken dat 1.2. preciezer is en
daardoor een betere oplossing geeft, terwijl wij zouden zeggen dat I.1. ook een
waardevolle situatie is omdat we daa kunnen herkennen of onze leerlingen
moeite hebben met het tekenen van grafieken.

1 Approach Il. Vereist meer logisch denken om tot de conclusie te komen, alhoewel
de strategie gegrond is. We hebben varianten besproken waar leerlingen alleen
1 AT # OAOCAI EEEAT CAAAOAAOA 1T b EOT EI
te vergelijken.

O
O

We hebben aangeduid dat aanpak 11.2. laat zien dat het probleem opgelost kan worden
zonder kennis over lineaire functies en hun grafieken, dus kan het probleem gebruikt
worden om lineaire functies te introduceren.

Sommige groepen berekenden en vergeleken ipren voor een bepaald aan fietsen voor
elke locatie A, B, C, en D. In dat geval hadden ze moeite met formuleren omdat ze niet een
het exact aantal fietsen konden vinden waar de ene optie beter wordt dan de andere. Soms
maakten ze aannames daarover. Ze migan benaderingen of zeiden dat voor een klein
aantal fietsen A beter is, en voor grotere aantallen C. Een van deze groepen realiseerde
zich na de tweede devolutie, tijdens de actie fase, dat ze dat aantal fietsen konden vinden
door een systeem van verggkingen op te lossen.

Verder gevorderde leerlingen waren vergelijkingen aan het oplossen en vergeleken de
waarden van de functies in de intervallen die ze hadden verkregen. Sommige groepen
hadden een grafische aanpak en vonden snijpunten uit grafieken, mgebruik van
GeoGebra of andere software. In dat geval is het belangriik om assen te kalibreren
vanwege de grootte van de getallen waarmee gewerkt wordt.

Leerlingen hadden meer tijd nodig voor de eerste devolutie en actie, maar minder voor
de tweede. Op bsis daarvan hebben we de tijden aangepast. Sommige leerkrachten
ondervonden dat ze wat hints of extra vragen moesten inzetten tijdens de eerste actie en
formulering fase. Leerlingen begrepen zonder hulp niet hoe ze opties moesten
vergelijken.

12



Volgenseen %2 ) ! AT NO8 OAh xAOAT xo8ocb OAT AA +0T A
dat de wiskunde verwant is aan het echte leven, 87% zei dat de les interessant was of

ET OAOAOOAT OAO AAT AA 1101 AT A 1TAOGh Al wp8wb C
les hebblen.

Oplossingen van groepen leerlingen op het bord (Nederland)

Voorbeeld van een geschreven @
presentatie  uit Denemarken. De A)‘D. o\ lwes 2500 Cy“ef °7
o oo e et 3 4 el
AAEAL AAL AB A AAL Ceo) = 120x -300.00

i AEAT OAT w11 &EEAO i
winstper EEAOO68 611 O Al B) T dol loes U090 ol % A A
winst die gemaakt wordt bij een productie a, 3¢ o Hua & US6000£€. i

van x fietsen. Ze hebben voor elke locatie fen:lloy 40-990

berekend hoeveel fietsen er gemaakt ) Do

meten worden om de kosten van het 7 % shal Joves 11000 ghw 29 dek Ager
bouwen van de fabriek te betalen, door| ok djene (60000 £ iud

. F09) =6 ox - bbs- %
het nulpunt van f(x) te vinden. N
p () D T ddl \ovs 2800 chle dat

Voor elk gebied schrijven ze letterlijk Dar oo de (5000 £.
6- Al UT O 8 AEAOOAT ° ¥7)= Lox - 6Boom )
Eil 00 8 EAAO 11 8 © S D A A
genoemde functies. Het aantal jaar komt'©
OAT AA xAO AOAEOOAEOA AATTAI A UT AT O OUA 1 AE
onduidelijk hoe ze op het aantal jaar voor elke geval zijn gekomen, behalve voor A, welke

2.5 fietsen per dag kon maken.

4
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= ™ De oplossing van een andere groep uit dezelfde Deense
' klas: Ze namen aan dat de fabriek 50000 fietsen per jaar
, produceert. De formule zgt:
((kosten per fietst 50000)t aantal jaar) + kosten van
(omkostangecn g <yt ] A __het bouwen van de fabriek S
-yﬁﬁ&%mwwm“ i AT AAT EAO AET AA9g OxEE EI OA
: y hebben verder geen andere conclusies getrokken
» R e ' tijdens de formulering, maar het toepassen ervan zal
Ao zeker tot een antwood leiden (gebruik locatie C).

Vi hac megnel med at faboyken
Proéw.emrso,ooo cyblee om aret

. 50.000)

Uit de institutionalisering van een leerkracht, over de 12o% 42
oplossing van de kritieke vergelijkingen van het probleem, en
over stapsgewijze lineaire functies met de bijbehorende H o=
notatie. In de klas heeft slechts de helft van dgoepen de

OEOEOOASG AOT AOEAO CAOTT AAT BMewsesee o ... _ AOOEEO

Evaluatie instrumenten
Aan het einde van de les, of kort daarna, kunnen de volgende opdrachten gebruikt worden
als snelle test van de kennis die leerlingen hebben opgedaan tijdens het scenario:
1.*A OOEAT A UACOd O%Al COAEEAE [ AOG AA EI A
Al OOAOPTI T AAAOO T A0 AA Ci AAET T POOA 11T AAGEA
' T Ox1 1T OAg $AO EITpPORh T AAO 1T AT EAAEDO TEAOD
2. * A OOEAT A UACOdp grodistk heirgyfevEgrdotste dodstante is het
AOOOOOAG8 7A0 AATE EEEe
1T Ox1 1 OAg $AO EI T POh T AAO xAAAOIT EO AO 1

3. Je heb een simpele situatie met data gegeven in de onderstaande tabel. Je hebt een
contract getekend voor de productie varb0000 fietsen. Welke locatie kies je?

Locaties Kosten van het Kosten van het
bouwen van de DOl AOAAOAIT
fabriek in O AFEAOO ET A
G 0 200
H 300 000 100

Antwoord: H is goedkoper wanneer je meer dan 3000 fietsen maakt.

4. Mogelijk huiswerk: schrijff een verslag waarin je de directeur van het bedrijf
adviseert over de locatie van zijn fabriek.
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Suggesties voor verdere problemen over lineair modeleren

"AOOAE AT AARAOA AT 1 OA@OAT | AEEOI T OAAAT AinOAQE (
andere situaties (voor verdere institutionalisering van het leerdoel en bijbehorende

i AOET AAO Al EAAAOT Q8

1.

4 AGEAAAOEEAE | | EAAEDC AAT s
EEITTI AOGAO EI 0O Ous8 4AQEAALD
¢m O AT Al EA EE bentivdn@RArOomBi=e=
kilometer met de taxi te reizen. e

Welk taxibedrijf kies je?

"AT UET A ET O Ooobde @ersteELd O, daarna verlaagt de prijs voor

grotere hoeveelheden. Voor de volgende 20 ET OO EAOI Qdadrma DA O
OAOI AAcCO AA BHOEEO 061 6 ons8oc PAO

Vind de kostenfunctie.

Een atleet zou elke dag 74 MQ Qe s e - omm
vitamine B moeten nemen en s vson. . :
tenminste 123 mg aan vitamine C. De

multivitamine MM bevat 20 mg aan

vitamine B en 9 mg aan vitamine C in

1 g. Multivitamine NN bevat 4 mg aan | & heryate

vitamine B en 11 mg aan vitamine C in
1lg.

Wat is de minimale dosis aan
multivitamine MM en NN waarmee de o -
atleet aan zijn dagelijkse behoefte voldoet. Het is niet gevaarlijk om meer dan de
dagelijkse dosis in te nemen.

5]

Ivana wil een ruimewaar 17 gasten in passen huren voor haar verjaardagsfeest.

$A POEEO OAlT EAIAO 22 EO ©Opmnm OIT O AA EAI
OAT EAITAO 00 EO oOyn OITO0 AA EAIAO Al ©Opc
Ivana moeten kiezen?

De prijs vaneen paar sneakers iOx m8 %Al AAA~"" ~— TEAOAA
O1 AAEAOO I AAEO EAAEDO AAI I C CAEA
de productie te beginnen.De productie van een paar kost S
Opu8 B6ET A AA xET OO0 OAT EAO ==
maken.

Een bank biedt meerdere entepercentages, afhankelijk van hoeveel je stort. Als je
minder danOv nmmmt OOT OO EOEEC EA ¢pbp OAT OA DPAO E
EOEEC EA ¢8c¢cbhb AT AT OAT AA O¢nmmm ¢8u8 G6EI

functie van hoeveel je stort.
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7. Anna rijdt met de auto naar Zagreb met eenpue ==
constante snelheid van 80 km/u. Na 20 km is haar = -
benzine op en moet ze naar een benzinestatior
lopen op 2 km afstand. Ze heeft er 30 minuten vool
nodig om het station te bereiken. Vind de grafiek
waar in afstand is uigezet tegen de tijd.

8. Marin en Fraan gingen Op G Primjer.nb - Wolfram Mathematica 104 - olEN
een fietstocht. Luka wilde | & e fomse oo Gomner faion parees wincen e
niet op ze wachten dus
vertrok eerder. Zie de = e
grafiek hiernaast waar [ i
verplaatsing is uitgezet g
tegen de tijd. Wie is de SRR — o
snellere fietser? Wie is het :
langzaamste? Waar ontmoet Marih.uka?

9. Peter reed op een motor. Eerst had hij 2 minuten = i
lang een constante snelheid van 10 m/s, daarne
versnelde constant hij gedurende 2 minuten naar
20 m/s. Teken de grafiek waar snelheid is uitgezet
tegen tijd.

10.-De weerstand van een draad verandert® Pinjeish - Wlfam Wthersta 104 -~ En

File Edt Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

met temperatuur: R(t) = R,(1+at) waar k. 2
Y AA xAAOOOAT A EO| . =

OATl PAOAODOOO AT o EA -
weerstand, enbAA OAT PAOAOD
De weerstand van drie specifieke

| AGAOEAA]T AEE n =#-co v -

N s A o~ o~ N

1), 143W(materiaal 2) en 168W (materiaal 3) zijn. o
6ET A AA OAAAT 1T AO AA OAI PAOAOOOO Al o0 £AEEAE
je kan vertellen wat de materialen 1, 2 eB zijn!

11. Stangen worden gemaakt van verschillende metalen, maar allemaal hebben ze een
I ATCOA OAT p |1 AEE m =Z#8 ,ki=¢lAat)dwadrAT ARAOC
0 AA 1 AT COA AEE mn =# EOR 4 AA Al on&@EAE0] O

OAIl PAOAODOBOO ET z=Z#8 #1 o&LEAEAEOT OAT OAT 1 ETA
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¥ Zadataknb - Wolfram Mathematica 10.4 - o

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Staal 6. 7206 F = #
Koper 16.62067 =
Aluminium 25.0006 ¥

~
# h n2= Plot[{1 (146.7%107 (-6)#t), 1 (1+16.6%104 (-6) #t), 1 (1+25.02104 (-6) 1)}, o
— {t, 0, 100}, PlotLabels - {"elik", "bakar", "aluminij"} , AxesLabel > {t[C°], L{m]}]

Vind de functie die lengte

beschrijft afhankelijk van
temperatuur voor staal,
koper en aluminium. —

Logicaachter en RWO perspectieven op het scenario

De rol van contexten in het bieden van mogelijkheden voor leerlingen om (voorlopige)
xEOEOI AECA EAAAo0T OA T1OxEEEAI AT EO AAT OAI
scenario is de fabriekscontext bedoeld onkeerlingen uit te nodigen om formules en

grafieken te maken, en te redeneren met stukken van grafieken. Dit redeneren anticipeert

de introductie van stuksgewijs gedefinieerde functies. Men kan andere contexten (zoals

taxi, snelheid, verjaardagsfeestie, ee@ OE1 OA EOOAT 8q O1T AOT ACAT 11
andere situatie toe te passen (voor verdere institutionalisering). Het leren van wiskunde

in toepassingen zorgt er naar verwachting voor dat leerlingen flexibele en toepasbare
wiskundige vaardigheden zullenontwikkelen.

We beschouwen de volgende perspectieven:
1 Het echte leven en economiBeze kennis is verwant aan:

o Lineaire verschijnselen (taxikosten, telefoon en internet kosten, snelheid,
verjaardagsfeestje, een ruimte huren§ q

o &ET AT AEAAT 11 AAT AOAT | £ET Al AElmdaidA 1 T AAI
zijn, bijvoorbeeld inkomsten, winst, gemiddelde kosten, inflatie, ...)

0 Introductie van optimalisatie

1 Verdere studie De kennis en vaardigheden behorend bij dit onderwerp zijn
relevant in vele disciplines:

o Lineaire verschijnselen zit overal in de wetenschap. Daarbij is het
lineariseren van niet lineaire problemen een veel voorkomende manier om
ze op te lossen, indien mogelijk. Vaak rekenen we lineaire regressie en
AT OOAT A O EeA Aitlot gefElndait nddel te maken en de lineariteit
van een dataset te testen, zelfs als het onbekend is of er sprake is van een
lineair verband.

o0 ledereen moet in het dagelijks leven een budget kunnen maken door
besluitvorming en plannen met behulp vantabellen van het geld dat je
verdient en uitgeeft. Daarnaast is het onmogelijk om zaken te doen zonder
financieel modeleren.

o Bedrijffsmanagement gebruikt regelmatig proces optimalisatie. Lineair
programmeren, ook lineaire optimalisatie genoemd, is een metide om de
beste uitkomst te behalen (zoals maximale winst, of minimale kosten
tijdens het plannen, produceren, transporteren) binnen een wiskundig
model waarvan de voorwaarden beschreven worden door lineaire
verbanden.
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o0 Men kan een algoritme ercomputerprogramma maken om het probleem
vaneen scenario (of een algemener probleem) op de lossen.

In dit scenario ervaren leerlingen het belang van een aantal onderzoeksvaardigheden
betrokken bij wiskundig modeleren, data uit het echte leven transformeren naar
wiskundige taal, data organiseren, data weergeven, een optimum vinden, een voorstel
formuleren, samenwerken en communiceren. In hoeverre deze vaardigheden behandeld
worden is voornamelijk afhankelijk van de manier waarop dederkracht de leerlingen
betrekt in feedback op de methodes tijdens de validatie fases wanneer de groepen
presenteren. Daarnaast die vaardigheden onderdeel zijn van de daaropvolgende
formulering fase. In dat geval raden we de leerkracht aan om de manier waa de
onderzoeksvaardigheden expliciet gemaakt kunnen worden te noteren en feedback te
leveren zodat erop teruggekomen kan worden tijdens vervolglessen.

Dit scenario kan onderdeel zijn van een langere reeks aan lesseneovlineaire
verschijnselen, financieel modeleren en lineaire optimalisatie.
T Voorkennig, 611 O UT 61 OAAEO OAOxAAEOAT xA AAO I
functies en vergelijkingen.
1 Een introductie Een context met een rijk open probleem, zoals hiepwergesteld is.
De hierboven beschreven variaties van de aanvullende problemen kunnen
gebruikt worden in aansluitende lessen.

f Horizontaal mathematiserenA AT  OAAAl 1T AO AA ET OOAT xT1 OAC

situatie te bespreken. Ddeerlingen vormen een eerste informeel model zoals
((kosten per fietsl0000) Jnantal jaar) + kosten voor de bouw van de fabriek

En beginnen met het gebruik van taal die wiskundige optimalisatie methodes
AT OEAEDPAAOO Ul Al O OE tedij0 dn eeDidvesterimftdrdy@®d AT C
OAOAEAT AT 68 $AUA | AOEATI AOGEOAOET ¢ OAT AA
wiskunde biedt veel mogelijkheden om het leerdoel verder te ontwikkelen en
institutionaliseren, bouwend op bijdragen van de leerlingen. Leerlinge proberen
in groepsverband een oplossing te vinden en bereiden een presentatie van hun
vondsten voor. De leerkracht leidt de bespreking over gelijikheden en verschillen
tussen deze vondsten om tot een conclusie te komen.

1 Verticaal mathematiseren de wiskunde betrokken bij dit probleem is verder
ontwikkeld. Stel een algemene hypothese op of maak een algoritme voor het
vinden van de optimale kosten voor een gegeven tabel aan data. Daarbij wordt het
model abstracter gemaakt of meer gegeneraliseerd, zie boveoor verder studie.

Conclusie, reflectie en suggesties voor verdere studie
$A 1 AAOEOAAEO OA&EI AAOAAOOh ET OACOAAOO EAAA
expliciet. De leerkracht benadrukt de belangrijkste leerdoelen.
Een vervolg les kan verder onderzoedn wat de conclusie(s) van het scenario ons
OAOOAT 1T AT 1T O6AO AA ETEOEo0I A OI1TAOCOAT AETTAT |
Welke zouden verbeterd kunnen worden? Hoe kunnen we een algemene hypothese
formuleren of algoritme maken waarmee de optimale kagn bij een gegeven tabel met
AAOA CAOITAAT EAT x1 OAATe 7A0 xAOAT AA OO0/
hielpen om tot je resultaten komen?
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Het scenario

Leerdoel De remweg heeft een kwadratisch verband met deeginsnelheid.
Bredere Kwadratische  functies en  hun w9 3
leerdoelen karakteristieken als een constante

tweede afgeleide (tweede verschil voor = 1

kwadratische rijen), en een constant

stijgende of dalende afgeleidéverschil |
voor kwadratische rijden). ' ‘
Berekeningen doen met verschillende = ;
meeteenheden. Data  organiseren; J
Functionele verbanden formuleren. 0 OAGAT OAGEA 1 0AO A,
Grafieken van (kwadratische) functies tekenen op papier of met ICT.
Onderzoeksvaardigheden: data analyseren en het eken naar
patronen in tabellen, resultaten verantwoorden tijdens presentaties
(de berekeningen domineren het proces en leerlingen moeten hu
aanpak kunnen samenvatten).

Interdisciplinaire vaardigheden: leerlingen moeten werken met
variabelen uit de natuurkunde en de situatie leren begrijpen (door de
werelden van notatie en procedure samen te brengen). Professione
communicatievaardigheden worden benadrukt door het schrijven var
een verslag. Leerlingen bespreken ook de verantwoordelijkheid vaj
bestuurders en verkeersveiligheid.

Benodigde Basale kennis over functies, het verband tussen constante snelheid
wiskundige afstand, gemiddelde snelheid, km/u omrekenen naar m/s (en vic
kennis en versa).

vaardigheden

Leerjaar Jaar 4, leerlingen met een leeftijd va15-16 (wanneer kwadratische
functies zijn behandeld)

Tijd 90 minuten, twee lessen

Benodigd Werkbladen met in te vullen tabellen, rekenmachine, compute

materiaal ruitiespapier.

Probleem: In een stedelijk gebied met veel basisschole
klagen oudersover de huidige snelheidslimiet, omdat ze die
ontoereikend vinden voor een gebied waar veel kinderen
naar school gaanEen groep roekeloze bestuurders zegt daf®
ze zich geen zorgen hoeven te maken omdat ze op tij
remmen. Nu worden jullie (de leerlingen)gevraagd om te
onderzoeken hoe de remweg afhankelijk is van de snelhei
vlak voor het remmen. Adviseer de burgemeester over de gevolgen van het verander
van de snelheidslimiet. Onderbouw je advies met representaties zoals tabellen
grafieken.
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Beschouw A A 1

AOOT AEA Ue

OAT O AAO AA OTA
vermindert. Je kan de tabellen hieronder gebruiken om je berekeningen te organiserg
observeren, en vervolgens je antwoord zo goed mogelijk te onderbouwen.

Fase

Acties van de leerkracht incl.
uitleg

Acties en reacties van de
leerlingen

Devolutie,
overdracht
(didactisch)

10 minuten

De leerkracht deelt de klas op in
groepen van drie of vier.

De leerkracht introduceert het
probleem aan de leerlingen,
Hij/zij zorgt ervoor dat de
leerlingen de aanname van eej
constant afnemende snelheig
tijdens het remmen begrijpen en
bespreekt het idee van Kkleine
tijdsintervallen waar de beweging
kan worden benaderd door een
beweging met constante
(gemiddelde) snelheid.

De leerkracht controleert dat de
leerlingen de termen in de
tabellen, het basale verbang
tussen snelheid tijd en afstand
het omrekenen van km/u naar
m/s en het idee dat 40 km/u
vervangen kan worden met
andere getallen begrijpen.

De leerkracht merkt naar de
leerlingen op dat ze de vrijheid
hebben om hun eigen en anders
AAAA OA
hebben de vrijheid om elke vorm
van technologie te gebruiken.

Leerlingen luisteren, praten over|
EOT EAAAoT AT 4
vraag.

Actie
(a-didactisch)

20 minuten

De leerkracht loopt rond en
observeert de leerlingen zonder
in te grijpen.

In het geval dat veel groepen me
een nieuwe tabel beginnen voor
elke nieuwe beginsnelheid, kan d¢
leerkracht klassikaal behandelen
hoe de groepen daar mee omgaal
7AAOOAEEET | EEE

van de groeen zich realiseren dat

ze de vorige berekeningen

, AAOI ET ¢CAT AAOD

binnen hun groep.

Ze maken tabellen af met
rekenmachine of met ICT om
punten grafisch te weergeven.

Ze hebben het over precisie ef
kiezen daarvoor verschillende
startsnelheden.
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kunnen hergebruiken bij het
bepalen van remwegen voor
andere beginsnelheden. Dit kar
als feedback voor alle anderg
groepen gebruikt worden.

Groeps[egep o A hebben
OAOOAEEI T AT AA
ontwikkelen die individueel.

Leerlingen gebruiken eventueel

berekeningen, grafieken of

natuurkundige wetten om tot
conclusies te komen:

- Verandering van remweg is niet
constant,

- Het verband tussen
startsnelheid en afstand is niet
lineair,

- Wanneer de  startsnelheid
verhoogt, wordt de remweg
langer, maar niet proportioneel.

Sommige leerlingen zal het
opvallen dat de tweede
verschillen (ongeveer) constant
Zijn en passen een recursievg
methode toe voor berekeningen.

Formulering
(didactisch)

10 minuten

De leerkracht gaat langs bij elke
groep en vraagt of ze kort kunnen
presenteren wat ze hebben
gevonden. Zij/hijj zou vragen
EOT T AT OOAITIT Al
bespreken, vooral wanneer ze
niet verder komen.
De leerkracht vraagt de groepen
i AO I AAOAAOA 0O
iIp T1il DO O0A
zullen gebruiken om hunE A A /
te presenteren (in verband met
tijdsgebrek).

De leerkracht herinnert de
leerlingen eraan dat het doel van
activiteit is om erachter te komen
hoe de remweg zich verhoudt tot
de snelheid vlak voor het remmen
om voorspellingen te kunnen
maken en goedadvies te kunnen
geven aan de burgemeester.

Leerlingen geven een Korte
presentatie van hun werk en
stellen vragen.

Actie en
formulering
(a-didactisch)

De leerkracht observeert.

Leerlingen proberen hun
berekeningen en observaties te
generaliseren.
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Sommige zullen hun strategie

20 minutes voor het generaliseren of aanpak
van het probleem kunnen
veranderen.

Leerlingen bereiden zich voor om
advies te geven aan d¢
burgemeester

Validatie De leerkracht vraagt de leerlingen Leerlingen presenteren hun werk,

(didactisch) |1 EOI OO OA { luisteren, stellen vragen en

presenteren en vergelijken. AAOPOAEAT AT AAO

25 minuten oplossingen.

Institutionalis | De leerkracht benadrukt de | Leerlingen luisteren en verbinden

ering wiskundige verschillen en| hun  oplossingen met een

(didactischy |[CAT EEEEAAAT OO0 0| algemene kwadratische functie.

van de leerlingen, legt uit waarom

5 minuten Oili il ECA OOOAOAC

leveren maar wel overtuigend
kunnen zijn met een grafiek en
formule die eventueel met
technologie zijn gemaakt. Ook Igt
die uit dat het verband
kwadratisch is.

De leerkracht  introduceert
kwadratische functies.

Mogelijke Leerlingenkrijgen de tabel met data v, d).

manieren

VOoor Snelheid

leerlingen om s"iirr?”de G:[Sfd Gemidd | Tijdsint Afg'ﬂegd

het leerdoel te Tid idons | sneihei | €€ | €M@ g

(seconden) snelheid Dt
behalen het d (mis) Dd
remmen (km/u) (m)
(km/u)
t Oo,tgtt vv:%(t)ot 35 %U 0.4 %U
t Oééott VVSOZ(t)ot o5 %U 0.4 %U
t sztott vV:Z(i(t)ot 15 %U 0.4 %U
t lféott Y vlzootOt 5 Z_i 0.4 a
Afgelegde
afstand na Lp_n
het remmen W
(m)
hse?f";ﬁ:ge"r'f‘(ir‘g;ﬁ)r 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100 | 110
Remweg(m) 5 w—n PSY 20 SryesT 45 LT emy
W w w w @ @

N
N



Of met kommagetallen bijvoorbeeld:

Snelheid vlak voor het

30 40 50 60 70 80 90 100
remmen (km/u)

Remweg(m) 5 8.89 | 13.89 20 27.22 | 3556 | 45 55.56

Door naar de data te kijken kunnen ze concluderen:
1 De remweg is langer wanneer de snelheid hoger is.

1 Het verband tussen snelheid en remweg is niet lineaif— is

niet constant).

1 Als de snelheid verdubbeld, verviervoudigd deafstand zich.
Wanneer de snelheid verdrievoudigd, wordt de afstand nege
keer zo groot.

f Leerlingen kunnen de punten ODRQ tekenen en concluderen
dat het verband misschien kwadratisch is. Ze kunnen d
kwadratische functie

I DPOAEOEEOAT AT AA 1cdchBdpalen dodr

data in te vullen en het systeem aan lineaire vergelijkingen o

te lossen. Ze zullen een benadering krijgen. Deze strategie

geen bewijs leveren voor een kwadratisch verband.

) 20 40 60 80 100 120

1 Na de conclusie dat het verband mogelijk kwadratisch ig
kunnen de leerlingen ICT gebruiken om kwadratische regressi
te vinden. Ze zullen een benadering krijgen. Deze strategie z
geen bewijs leveren voor een kwadratisch verband.

1 Met de data in de tabellen kunan leerlingen generaliseren:

, .U .U .U .U
Q Vt—tmM@ puU—tmM@ U—tM8 ou—tm8

py py py Py
Q 2 g v Bf yn & w
oop X oop(poo

. L.
Q Q T U—tnad
oD w
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Q v U't' pgu
wp o L X W wCU ) P& w
Q Q ovd—tmg

v
Q ap O U X W pp -—-toop qm

Cc

. v.
Q- c E € —te
wf % = PG
Een belangrijke conclusie is dat wanneer we de remwe
observeren, we zoeken naar het moment dat de snelheid gel

aan nul is; zoveel keer zullen we tien aftrekken van tot dat
we nul krijgen:

0
p
Q -t — —0 TS T W @
In deze formule isv in km/u en krijgen we de afstand in
meters.

O pH T

Leerlingen kunnen rekenmachines gebruiken en de data mg
kommagetallen in de tabellen opschrijven. De resultaten zulle
niet exact zijn en zo is het niet makkelijk om patronen tg
herkennen.

Leerlingen kunnen de informatie gebruiken dat de snelheig
elke 0.4 seconden met 10 km/u vermindert. Ze kunnet
berekenen dat de snelheid elke seconde met 25 km/
vermindert, of met 6.94 m/s, wat betekent dat de versnelling
® @81 T Ois. Dan @bruiken ze formules uit de
natuurkunde:
O 0 wWEQ VO -0.

Ze komen tot een belangrijke conclusie: wanneer we d
remweg observeren zoeken we voor het moment dat d
snelheid gelijk is aan nul. Uit de eerste formulev
berekenen ze de tijdd — en substitueren ze dat in de tweedg

om te krijgen dat:

Q — — —= T3 X g .
In deze formule isU in m/s en krijgen we de afstand in meters
Als studenten de versnelling berekenen in km/ékrijgen ze:
@ T T kNTtu 2, substitueert in km/u en krijg de afstand in

kilometers.

Q ——+hofin metersQ —.
Leerlingen kunnen eenv-t grafiek tekenen en de afstang
bepalen door de oppervlakte onder de grafiek uit te rekenen:

Q -t—tv — TBryx.
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In deze formule isb in m/s.
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Tid Snelheidsveranderin Gemiddelde Gemiddelde Tijdsinterval A;%Sesgr?ge
(secojnden) g tijdens het remmen snelheid snelheid Dt Dd
(km/u) (km/u) (m/s) (s) (m)
t=0tott=0.4 v =40 totv= 30 35

Afgelegde
afstand na het
remmen (m)

Snelheid vlak voor het
remmen (km/u)

40

Remweg

(m)




Uitleg van het materiaal

In het begin krijgen de leerlingen de tabellen die ze moeten invullen. Hebel is om ze aan

te moedigen 0.4 seconde intervallen, de gemiddelde snelheid in die intervallen (in km/u
en m/s) en de afgelegde afstand te observeren. Ze zullen besluiten om te tellen hoeveel
intervallen er zijn voordat de snelheid nul is. Het aantal jen van de tabel zal daardoor
variabel zijn, de leerlingen zullen moeten besluiten hoeveel ze er nodig hebben. In de
tweede tabel zullen ze naast 40 km/u ook andere snelheden moeten kiezen om zelf te
observeren. De leerlingen zullen de tabellen gebruikenjdens de actiefase. Wanneer het
afmaken van de tabel met verschillende snelhedern

te lang duurt, is het een goed idee om het werk te /
delen. Leerlingen zullen zich moeten realiseren dalt
ze berekeningen kunnen hergebruiken om,
remwegen voor nieuwe startsnelhelen af te leiden. |
In het geval dat veel groepen een nieuwe tabes
maken voor elke nieuwe startsnelheid tijdens de *
20 minuten durende adidactische fase, kan de °
leerkracht kort klassikaal behandelen hoe alle
groepen met dat probleem omgaan. Waarschijnlijk
isAO [T ETOOATO iil ¢CcOlAg,
gebruikt kan worden als feedback voor de rest.

Om grafieken te tekenen kunnen de leerlingen
gebruik maken van millimeterpapier,
ruitiespapier, of een computer. Leerlingen die def
som vanp o E ¢&¢ p vinden kunnen |
kubussen aangeboden krijgen als visueef

I

hulpmiddel voor een bewijs zonder woorden. INERRREET

o2 0
AL K A A 51 25 "

Variaties gebaseerd op didactische variabelen

In de implementatie van het scenario moeten de beoogde didactische erdidactische
fases behouden worden en moet de actie $a adidactisch gedaan worden. Het is
belangriik om een validatie fase te houden waar de leerlingen de gepresenteerde
oplossingen evalueren. Sommige onderdelen van het scenario kunnen worden veranderd.
In deze sectie behandelen we de didactische variabel@f onderdelen van het scenario
die veranderd kunnen worden samen met ingrepen van de leerkracht die nodig zijn in
bepaalde situaties.

Didactische omgevingHet probleem kan op twee manieren worden gepresenteerd. De
leerkracht kan praten over de inhoud va het probleem, een presentatie houden, of een
video laten zien. De snelheid van 40 km/u is arbitrair gekozen en kan vervangen worden.
Vanwege het belang om de regelmatigheid op te laten vallen adviseren we om een
veelvoud van tien te nemen. De snelheidsuaindering van 10 km/u elke 0.4 seconden is
gekozen omdat dat realistisch is en de studenten de regelmatigheid laat zien, het moet
dus niet aangepast worden. Tabellen worden aangeleverd om te helpen met het
organiseren van data, maar moeten niet als benaggtiheden worden gezien omdat de
leerlingen tot de juiste conclusie kunnen komen zonder de remweg voor verschillende
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snelheden uit te rekenen. De tabellen zijn gedeeltelijk ingevuld zodat de leerlingen zelf
moeten bepalen hoeveel rijen nodig zijn in de eersttabel, en welke snelheden gekozen
moeten worden in de tweede.

De leerkracht moet vermijden om precieze tabellen aan te leveren, zodat leerlingen hun
onderzoeksvaardigheden  kunnen ontwikkelen. Leerlingen kunnen worden
aangemoedigd om ICT te gebruiken vografieken, data weergave, en berekeningen. Het

OAAT AOET EAT AAEOAO OI 11 AAEGC UITAAO )Y#4 xI10O
materiaal maken voor het gebruik van ICT. Bij het maken van zulk materiaal moet er

rekening mee worden gehouden dat ICT alleehelpt met het maken van berekeningen en

het weergeven van resultaten. Het zal geen conclusies leveren.

De lengte van individuele fasésn worden aan gepast aan de leerlingen, maar zonder al
te grote afwijkingen.

Als de groepen tijdens de-didactische fasgeen algemene formule hebben gevonden die
een verband legt tussen de remweg en startsnelheid, kan de leerkracht de volgende
vragen stellen:

1 Kan je enige regelmaat ontdekken tussen de verkregen remwegen?

1 Kunnen de verkregen resultaten grisch worden weergegeven? Kan je een
OAOAAT A 1T ACCAT OOOOAT AA COAEEOAEA AT AAI
Wat is de snelheid van het voertuig wanneer het stopt?

Als je de remweg hebt uitgerekend voor verschillende snelheden, kan je dan
hetzelfde doen met een lgemene snelheidd in plaats van een specifieke?

1 Welke natuurkundige formules kunnen nuttig zijn?

1 Hoe kan je technologie gebruiken om formules en verbanden te vinden?
De leerkracht hoeft niet elke groep apart les te geven. Daarbij is het niet nodig om dsin
groep te blijven tot ze een gestelde vraag hebben beantwoord. Bekijk deze vragen als een
kleine devolutievan een gelimiteerd probleem en laat de studenten-didactisch doorgaan
met de actie fase en formulering. De leerkracht moet geen verdere besprakg
ondersteunen, noch moet ze suggesties geven voor antwoorden.
Tegen groepen die moeite hebben met hetvindenvande formye ¢ v E  ¢¢
p ¢ kan de leerkracht zeggen:

1 Geef elk getal in de som met stippen weer en observeer;

1 Markeer de som met S en scijf hem twee keer op, maar met een andere volgorde:

van de eerste tot de laatste term en van de laatste tot de eerste term.

Het is niet nodig dat de leerlingen de formule bewijzen in de-didactische fase. Het is wel
waardevol om te zien dat de som gelijk is aan om vervolgens het bewijs didactisch te
leveren tijdens de validatie fase.
De leerlingen kiezen zelf de startsnelA AAT 8 7AAOOAEEEI | EEE EEAUAI
Als ze snelheden kiezen die geen veelvoud zijn van tien, kunnen ze in de problemen
komen bij het bepalen wanneer de snelheid nul wordt. In dit geval zal het moeilijker zijn
om de regelmatigheid te bepalenDe gekozen snelheden kunnen worden besproken
tijdens de validatie fase.
Leerlingen kunnen de remsnelheid weergeven als breuk of kommagetal. Kommagetallen
zullen slechts een benadering zijn, waardoor regelmatigheden niet goed opvallen. Het
verschil tussen weergaven de twee kan ook besproken worden tijdens de validatie fase.

T
T
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Het is belangrijk om tijdens deinstitutionalisering faseAT 1 A OT T OCAET | Al .O
bespreken en met elkaar te verbinden.

00

Observaties uit de praktijk

In sommige groepen maakten lerlingen kleine rekenfouten waardoor ze de verkeerde
remweg kregen voor een aantal startsnelheden. In de eerste formulering fase kan de
leerkracht leerlingen uit verschillende groepen vragen om hun resultaten met elkaar te
vergelijken en fouten te corrigeen.

Sommige leerlingen gingen

. ol | el -
15 WHERENE s, N o ervan uit dat het verband
iEcEREEECIEENRAT o o o tussen snelheid en remweg
‘ L e lineair is. Ze gebruikten
. el £8 =1 b oo i data uit de tabellen om de
\\ 1 58 = 1704 lineaire functie te bepalen.
\\\ 0 < ’
WS
¢ ¢ = 0 Gl 140 )
; g4 3 1550 [+
|
d 1[G ]G4
EL 3 A8 et (A

In sommige groepen

probeerden de leerlingen
AAOADPOT OAT U¢
AAO UAljnlofp een 1
stuksgewijze lineaire functie
lagen. In dat geval kan de
leerkracht aan de leerlingen

GRAFIKONI: g vragen waarom ze denken

; dat het verband lineair is.
71 % : Kennen ze eigenschappen

~Jgea fo i van de lineaire functie en

to | 1 kunnen ze die in de data

e 0 S [ : vinden? Leerlingen zullen

-t e moeten realiseren dat het

_‘, o verband niet lineair is
= B . .. omdat het
% 9B ne B — ' . |AEEEAOAT OEARN(
constant is.
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In sommige groepen
plaatsten de studenten
afstand op de horizontale
as.

Sommige studenten
maakten gebruik van ICT.

Na geconcludeerd te hebbe
dat het verband mogelijk
kwadratisch is, vonden de
leerlingen de kwadratische
regressie.
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In sommige groepen
gebruikten de leerlingen
breuken en kwamen ze tot
een som van opeenvolgend
oneven getallen.

Leerlingen kwamen tot de
sommen van andere rijen. Iy
dit geval zal de leraar hun
werk af moeten maken
tijdens de
institutionalisering fase.

31












































































































